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Le theoreme de Paley-Wiener classique caracterise les transformees de Fourier 
des fonctions dont le support est contenu dans une boule de IF?“. Un analogue de ce 
theortme a tte demontre par S. Helgason pour la transformation de Fourier sur un 
espace riemannien symitrique. Dans cet article nous etudions les transformees de 
Fourier des fonctions definies sur un espace riemannien symetrique de rang un dont 
le support est contenu dans un ensemble limite par un horicycle. Pour cela nous 
analysons la transformation de Fourier sur un tel espace en coordonnees 
horispheriques. 
INTRODUCTION 
Rappelons d’abord le theoreme de Paley-Wiener relatif a la transfor- 
mation de Fourier sur iR”. Si f est un e f onction de l’espace de Schwartz 
,Y(IR”), des fonctions de classe C”O sur iR* et i decroissance rapide ainsi que 
leurs derivees, la transformee de Fourierf de f est definie par 
ou x . r designe le produit scalaire usuel sur IR”. Le thtoreme classique de 
Paley-Wiener peut s’enoncer: 
THGORBME 0.1. Soit R > 0. Pour que le support de f soit contenu dans 
la boule de centre 0 et de rayon I?, il faut et sufJ que la transformbe de 
Fourier f de f admette un prolongement analytique ci C” qui vkrrifie une 
majoration du type suivant 
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Plus generalement considerons un sous-ensemble convexe ferme E de IR”, 
non necessairement borne. Soit q la fonction definie sur IR” par 
q(v)= SUP@. vlxEE\. 
La fonction q est positivement homogene et convexe. Posons 
L’ensemble r est un cone convexe. Supposons que l’interieur f de ce cone 
ne soit pas vide. 
THBOR~ME 0.2. Pour que le support de f soit contenu dans E, il faut et 
suflt que la transformke de Fourier f de f admette un prolongement continu ci 
IR” + ir, analytique dans R” + if qui ve’riJie une majoration du type suivant 
(t + iv E IR” + ir). 
Cette. majoration signifie que la fonction f a une croissance exponentielle 
dont le type depend de la direction. 
?our la transformation de Fourier sur un espace symitrique, la question se 
pose de savoir s’il est possible de caracteriser les transformees de Fourier des 
fonctions a support dans un ensemble don& E. 
Lorsque E est une boule la question a ete resolue par L. Ehrenpreis et F. I. 
Mautner dans le cas du plan hyperbolique (31, par N. Ja Vilenkin dans le 
cas des espaces hyperboliques reels [ 121, et par S. Helgason en general [ 71. 
Dans ce travail nous etudions le cas oti l’ensemble E est limite par un 
horicycle. Dans son article [ 121, Vilenkin explicite la transformation de 
Fourier sur les espaces hyperboliques reels en coordonnees horisphlriques et 
montre le role qu’y joue la transformation de Kontorovitch-Libidev. Son 
role sera essentiel dans ce qui suit. 
Une premiere version de ce travail, qui concernait le cas du plan hyper- 
bolique, a 6tC exposie a la conference de Wiska en 1980. A cette meme 
conference R. Goodman presentait un expose sur les fonctions 
horispheriques et les vecteurs de Whittaker (cf. [4, 51) et A. Koranyi parlait 
des paires de Guelfand associees aux algebres de convolution de fonctions 
biradiales sur certains groupes nilpotents (cf. [9]). A la suite de ces exposes 
nous avons CtC conduits a gentraliser cette premiere version au cas des 
espaces riemanniens symttriques de rang un. 
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I. LA TRANSFORMATION DE FOURIER SUR UN ESPACE SYMBTR~QUE 
DE RANG UN ET LE LAPLACIEN EN COORDONNl?ES HORISPHhIQUES 
(1) Notations 
Soit G un groupe de Lie semi-simple, non compact, connexe et de centre 
tini. Soit K un sous-groupe compact maximal de G, et soit G = KAN une 
decomposition d’Iwasawa de G. Nous supposons que le rang de la paire 
(G, K) est egal a un, c’est a dire que la dimension de A est egale a un. Soient 
6, ?I, !TI les algebres de Lie des groupes G, A, N. Un ordre ayant ete choisi 
sur ?I, notons a la plus petite des racines positives de la paire (6, a). L’en- 
semble des racines positives se compose de a et eventuellement de 2a. 
Notons p et q les dimensions des espaces radiciels correspondants 8, et 
cli Zn. Soit H,, l’element de ?I ditini par a(H,) = 1. On pose 
P = 6WWJd = +(P + 2qh 
a, = exp(tti,). 
Notons M le centralisateur de A dans K. La mesure de Haar de G 
s’exprime en decomposition de Cartan, G = KA, K, par 
J,sw & = 1 f(ka,k’) 8(t) dt dk dk’, 
‘KXA+XR 
oti dk est la mesure de Haar normalisee de K. Elle est choisie de telle sorte 
que lim,,, e -2p’b(f) = 1. En decomposition d’Iwasawa elle s’exprime par 
j/d & = j f(ka, n) ezpr dk dt dn 
KXAXN 
avec une normalisation convenable de la mesure de Haar de N. 
(2) La transformation de Fourier 
Pour tout nombre complexe s on considtre I’espace de Hilbert e des 
(classes de) fonctions mesurables er sur G a valeurs complexes verifiant 
VmEM, ?E IR, n E N, gE G, 
fp( gma,n) = e(s-p)‘lp( g) 
et de plus 
I KI&4/2dk< 00. 
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Le groupe G opere dans l’espace & suivant la representation 7c, detinie 
par 
IT(g) PI(X) = ylw-4. 
L’espace 3 contient une fonction invariante par K, a savoir la fonction P, 
d&tie par 
P,(ka,n) = &-p) 
et toute fonction de & qui est invariante par K lui est proportionnelle. 
Soit f une fonction continue sur G a valeurs complexes et de support 
compact. Posons 
df> = j’ n,(s)f( g) 45 G 
Si la fonction f est invariante a droite par K, c’est a dire si f est une 
fonction d&tie sur l’espace symetrique G/K, 7cs(f) est un opirateur de rang 
un. La transformee de Fourier $ de f est la fonction detinie sur G x C par 
f(w)= bs(f)P,l(4=!;p,(g-‘x)f(g)dg 
=f * P,(x). 
Comme fonction de x, la fonction f(x, s) appartient i l’espace <. 
(3) Deux thPor&nes analogues au th&or&ne de Paley- Wiener 
Si g = ka, k’, k et k’ appartenant a K, est une decomposition de Cartan de 
l’element g de G, on note cr( g) = 1 t I. Une fonction f detinie sur G a valeurs 
complexes appartient i l’espace g(G) si et seulement si pour tout etier I > 0 
et quels que soient les elements u et u de l’algebre enveloppante %(8,) de 
l’algtbre de Lie complexifiee 8, de G, 
y + 4d> repo(g) (u *f * u(g)/ < co. 
On note @(G/K) l’espace des fonctions de Q(G) qui sont invariantes i 
droite par K. La transform&e de Fourier d’une fonction de l’espace @(G/K) 
existe lorsque s est imaginaire pur: s = iv, v E R. D’aprds l’analogue du 
theoreme de Paley-Wiener demontre par S. Helgason, on peut bnoncer 
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THBOR~ME I. 1. Soit R > 0, et soit f une fonction de respace %F(G/K). 
Pour que le support de f soit contenu dans la boule 
W&R)= igKI4g)GRl 
il faut et suffit que f se prolonge en une fonction de classe C” sur G x c:, 
holomorphe n s et qu’il existe une constante M telle que 
lf(k, s)l < A4eRiRe”’ 
ozi Re s designe la partie reelle du nombre complexe s. 
Notre but est de montrer un theoreme analogue pour les ensembles ET 
definis par 
E, = {x = na,K 1 n EN, t > r} (r E R). 
La frontike de l’ensemble E, est I’horicycle Na,K. 
Sur l’algbbre de Lie 0 de G considerons le produit scalaire defini par 
ou B designe la forme de Killing de 6 et 0 l’involution de Cartan associee a 
la paire (0, R), R etant l’algibre de Lie du sowgroupe K. 
Soient (Xi, X, ,..., X,) une base orthonormee de 8,, et (Y,, Yz ,..., Y,) une 
base orthonormee de 6,,. Soient A, et A, les operateurs invariants a gauche 
sur N delinis par 
A, = c Xf, A, = A y;. 
i-l j=l 
Soit M’ le normalisateur de A dans K, et soit m* un representant dans M’ 
de l’tltment non trivial du groupe de Weyl M’/M. 
TH~OR~ME 1.2. Soit T un nombre reel, et soit f une fonction de respace 
W(G/K). Pour que le support de f soit contenu dans E,, 
E, = (x = na,K 1 n E N, t > z} 
il faut et suffit que Papplication (n, s) w-‘j(nm*, s) se prolonge en une 
fonction de classe C” sur N x {s E C 1 Re s ,< O), analytique en s dans le 
demi-plan (s I Re s < 0}, et que pour tout entier r > 0, il existe une constante 
M telle que, pour j = I, 2, Re s < 0, 
! IAjf (nm*, s)l dn <M(l + /sl))’ erRes. N 
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Rappelons les principales etapes de la demonstration du Theoreme I.1 
dans le cas oti G = X(2, IR) et K = SO(2, IR). Nous avons 
et nous posons 
at = (‘I’ ,-9.*) 
k, = 
( 
cos 8 -sin 8 
sin 19 1 ~0~ e * 
Soit f une fonction de l’espace g(G/K), nous avons 
&b, s> = [df) J’,l(k,) 
= . P,W’WW& J G 
et en utilisant la decomposition de Cartan pour le calcul 
nous obtenons 
de cette integrale 
f(k,, s) = +!‘” \2n P,(ap,kp,, k,)f(k,,a,) sht dt d8’ 
0 -0 
par suite, en posant 
f,(t) = -&/:*f(kea,) epine de, 
fn(s) = $]I‘f(k,, s) e-jno dB 
nous obtenons 
cP,(t, s>f,(t) hht dt 
avec 
q,(t, s) =&l’” P,(a-,k,) epine de 
0 
c’est a dire, tous calculs faits, 
p,(t, s) = &.i,:” (e’ sin’ e + e-’ cos2 e)s-i/2 eein’ de. 
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On peut exprimer la relation entre f, et fj, en disant que fj, est la 
transformee de f, relativement a la transformation associee au noyau rp,, qui 
est essentiellement une transformation de Jacobi. La demonstration du 
Theoreme I.1 consiste alors a demontrer un theorime de Paley-Wiener pour 
ces transformations de Jacobi. 
La demonstration du Theorime I.2 est semblable. Le developpement en 
serie de Fourier relativement a K est remplace par une transformation de 
Fourier sur N. Posons 
1 x 
nx = i 1 0 1’ 
Utilisons la decomposition d’Iwasawa pour le calcul def(n,m*, s): 
par suite, en posant pour un nombre reel ~1 
f,(t) =ji,f@pJ eeiux dx, 




c’est a dire, tous calculs faits 
K,(t, s) = $ Ii, (e’ + e-‘x2)sm”2 eeiuX dx. 
. < 
Cette integrale s’exprime a l’aide de la fonction de Bessel modiliie de 
seconde espece K, (ou fonction de Mac Donald) 
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On peut exprimer la relation entre f, et & en disant que j; est la 
transformee de f, relativement a la transformation de noyau K, qui est 
essentiellement la transformation de Kontorovitch-Lebedev ([ 2, 121, cf. IV). 
La demonstration du Theoreme I.2 consiste alors a demontrer un theoreme 
de Paley-Wiener pour la transformation de Kontorovitch-Lebedev. Dans les 
calculs ci-dessus nous ne nous sommes pas soucits de savoir si les integrales 
consider&es etaient convergentes. Leur convergence sera etudiee en II et III. 
Le Theoreme I.2 sera demontri en III. 
(4) Expression du laplacien de respace symktrique en coordonnkes 
horisphe’riques 
On considhe sur l’espace symetrique G/K la metrique riemannienne 
invariante sur G qui s’identilie au point eK a la metrique delinie sur ‘p par le 
produit scalaire 
oli~={XEOI8(X)=-X). 
Considerons sur G/K les coordonnees horispheriques difinies par l’ap- 
plication 
(X, Y, t) tt exp(X + Y) a,K. 
PROPOSITION 1.1. Dans le systPme des coordonntfes horisphkriques la 
mktrique riemannienne s’exprime par 
ds* = +e-*’ IldX11* + jee4’ IldY- f (X, dX]ll’ + dt* 
et le laplacien correspondant par 
A = $ - 2p -& + 2e*‘A, + 2e4’A,. 
Notons r(g) I’application de G/K dans lui-meme dilinie par 
r(g): XK tt gxK. 
Soit @ l’application de N X R sur G/K definie par 
@: (n, t) tt na,K. 
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Sa differentielle est donnee par 
d@(,,,t, [(d&J, dK dtl = dt(na,)erc G 
ou L, disigne la translation a gauche par n, dV E %, dt E R, et dZ est 
I’element de !J.3 defini par 
dZ=;(I-8)Ad(ap,)dV+H,dr. 
D’autre part la differentielle de l’application exponentielle, exp: 3 + N, est 
donnle par, si n = exp V, 
(d exp), dV = (dL,), (I - $adV) dV. 
Sl v=x+ Y, XE 8,, YE 6&, 
(d exp), dV = (dL,), (dX + dY - f [X, dX]). 
Finalement, puisque Y = @ 0 (exp x Z) 
(dY? cx,y,,j WC dY, dt) = d@t,,f, [(d exp), dK dfl, 
0~71 n=exp(X+ Y), V=X+ Y, 
= dt(na,),, dZ, 
oti dZ est l’tlement de 13 defini par 
dZ = ;(I - 0) Ad(c,)(dX + dY - 4 [X, dX]) + H, dt 
= $(I - O)[e-’ dX + e-*‘(dY - f [X, dXI) + H, dr. 
Nous en deduisons que 
ds* = ie-*’ IldXI(* + $ep4’ l/dY- i [X, dX]ll’ + dt*. 
Soient (X, , X2 ,..., X,,) une base orthonormte de 6, et (Y, , Y2 ,..., Y,) de 
0 2a, et notons (x,,x2,...,xg), (Y,,Y,,...,Y~ ) les coordonnees correspondantes. 
Relativement a ces bases la matrice (g,,) de la mitrique riemannienne s’icrit 
i 
ie-2’1+ ~e-4’/4&4, _ &4’A,* 0 I 
-41 -41 
-7 ‘e A, $e Z 
0 0 
oii A, designe l’application de 6, dans 8,, definie par 
X’ t-, ad(X) X’ = IX, X’ ]. 
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Son determinant g = det( g,,) est egal i 
g’ (fe-2t)P ($474 
et la matrice inverse (g&l) est egale a 
i 
2e*‘Z e”A,* 0 
e*‘A x 2e4’Z+ ~e2’AxA~ 0 , 
0 0 1 i 
Le laplacien A sur G/K correspondant a cette mitrique riemannienne 
s’exprime par 
oti A, et A, sont des operateurs differentiels sur N invariants a gauche, qui 
sont don&s par 
Les parties radiales des operateurs A, et A, s’expriment comme suit: si F 
est une fonction de classe C* definie sur N de la forme 
JTew(X + y>) =f(ll~ll’~ II Yl12>y XE o,, YE @Zar 
alors 
OLi 24 = I]XI12, u = 11 Yll2. P our effectuer ce calcul on utilise la formule suivante 
demontree par A. Kaplan et R. Putz [8, p. 3733: 
II [K @All” = 2 11412 II YI12* 
580149/2 i 
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(5) Distance gkodbsique en coordonnkes horisphkriques 
Now aurons besoin plus loin de l’expression de la distance geodesique du 
point na,K au point eK, c’est a dire a(na,). 
PROPOSITION 1.2. Si n = exp(X + Y), XE O,, YE %‘zu, nous auons 
ch[a(na,)] = [(cht + a /IX/l2 em’)’ + f 11 Yl/’ e-2’]“2. 
(a) Considerons d’abord le cas oti G = SU(2, 1) et K = S(U(I) X U(2)). 
Nous pouvons choisir la sous-algbbre 2l de telle sorte que 
et alors 
Notons que I(Xj)* = 2 Ix/‘, 11 Yl12 F 2~‘. Nous avons 
et si g est un element de G, g = (gii), i, j = 1, 2, 3, 
No(g)1 = lg,,l 




f 1x(‘+ iy 
1 




et le risultat annonce s’en dtduit. 
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(b) Considerons maintenant le cas general. L’element 2 = [0X, Y] 
appartient i O,, et [X, Z] est colineaire a Y (cf. [ 13, p. 2581). Soit V le 
sous-ensemble de l’espace symetrique G/K delini par 
V= {exp(uX+ vZ + WY) a,K ] (u, V, w, t) E IR4}. 
Ce sous-ensemble V est une sous-variete totalement geodbique de G/K. Si 
X = 0 ou si Y = 0 elle est isometrique au demi-plan de Poincare, sinon elle 
est isometrique a l’espace hyperbolique hermitien de dimension 4: 
SU( 1,2)/S(U( 1) x U(2)). Le calcul effectue dans ce cas particulier donne 
done le resultat en general. 
II. VECTEURS DE WHITTAKER M-SPHI~QUES 
(1) Fonctions sphe’riques de la paire de Guelfand (MN, M) 
Dans [9] il est dimontre que (MN, M) est une paire de Guelfand. Une 
fonction sur MN biinvariante par A4 peut etre consideree comme une 
fonction f sur N telle que 
VnEN, VmEM, f(mnm-‘) =f(n). 
Rappelons quelles sont les fonctions spheriques de cette paire de Guelfand. 




Si LC) est une fonction spherique bornee, deux cas peuvent se presenter: 
(a) xz=O,x,=--$2,p>0,etdanscecas,siXE6,et YEE2,, 





jcp)(X) = exp[i(X, X,)] si p=l, 
= J exp[G, u)l do(u) si p>l, sea,, 
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oti X, dtsigne un vecteur de 8, de norme 1, et ou S(B,) designe la sphere 
unite de @a et r~ la mesure uniforme sur S(B,) de masse un. 
(b) xz#O, x,=-$1*, A. > 0, x1 =-ill(p+4n), n E NJ, et dans ce 
cas 
w(exp(X+ Y)) =j@) 
oti Lz est le n-ieme polynome de Laguerre d’indice a, a = p/2 - 1. 
(2) Vecteurs de Whittaker M-sphe’riques 
Soit rr une representation continue du groupe G dans un espace de Hilbert 
A?? Rappelons qu’un vecteur de Whittaker de la representation 71 est un 
vecteur distribution W tel que 
VnEN, n(n) W=x(n) w, 
oti x designe un caractere du groupe N. 
DEFINITION II. 1. Un vecteur de Whittaker M-spherique de la reprtsen- 
tation T est un vecteur distribution W tel que 
(1) W est invariant par M, 
(2) pour tout vecteur C”Op qui est invariant par M 
(n(n) v, Iw = 4n)(a, I ct?, Vn E N, 
oti w designe une fonction spherique de la paire de Guelfand (MN, M). 
Considerons maintenant une representation rr, de la serie principale. 
LEMME II. 1. Soit v, une fonction continue de respace <, alors, si 
Re s < 0, 
I N Iv(nm*)l dn < co. 
Rappelons que P, est la fonction definie sur G par 
P,(ka,n) = e(s-p)r, kE K, n EN. 
Si v, est une fonction de 4 
f(ka,n) = e+““f(k) 
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et par suite, si u, est continue 
avec M = SupkcK If(k)], et u = Re s. 
D’autre part, d’apres [ 11, p. 241, si n = exp(X+ Y), oti XE 6, et 
YE @Za, 
P,(nm*) = [(l + 4 ](X]]*)* + 2 I] r]]*](s-T 
Par suite, pour u < 0, 
J 
P,(nm*)dn < co. 
N 
Supposons Re s < 0. Soit w une fonction sphirique bornee de la paire de 
Guelfand (MN, M). Pour tout vecteur differentiable rp de la representation rc, 
posons 
Cette relation definit un vecteur distribution IV, qui est un vecteur de 
Whittaker M-spherique. En effet, si p est un vecteur differentiable invariant 
par M, 
@r(n) rp 1 W,) = JN p,(n-‘n’m”) o(n’) dn’ 
= J ql(n’m*) w(nn’) dn’ N 
et en utilisant la relation 
I o(nmn’) dm = w(n) I, M 
ou dm dtsigne la mesure de Haar normalisee de M, nous obtenons 
Le vecteur W, depend de s, nous le noterons W,(s). 
LEMME 11.2. Soit rp une fonction de classe C’ de respace q, telle que 
p(e) = 0. Alors si Re s < i 
!’ N )q(nm*)l dn < co. 
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Pour demontrer ce lemme nous allons utiliser des proprietes de l’inversion 
du sous-group N= 8(N) demontrees pr G. Schiffmann [ 11, p. 301. L’in- 
version de N est l’application j de fl{e} sur fl{e) delinie par 
m *ii =j(ii) man, 
avec m E A4, a E A, n E A? Nous notons a = b(a). Rappelons les proprittts 
de j: 
(a) L’application j est un diffeomorphisme analytique involutif 
(b) Si f est une fonction continue sur fl i support compact contenu 
dans q(e), alors 
J f(A) dri = Id(j(ii)) b(@)-2p dii 
en notant aa = eAt si a = u,, et oi dii disigne une mesure de Haar du groupe 
iv. 
(c) Si fi=exp(X+ Y), avec XE (ti-,, YE CZn, alors 
b(Fp = (f (1XJ14 + 2 Ipg’)-“. 
Demontrons maintenant le Lemme 11.2. 
(a) Montrons d’abord que si cp est une fonction de e telle que 
alors 
I N /rp(nm*)l dn < ~0 
j 
N 
p(nm*) dn = 1 cp(ii) b(s)-“-’ dfi. 
R 
En effet 
JN (o(nm*) dn = ~rrp(m*A) dii 
= 
J 
iQV(A)) c!I(E)“+~ dii 
en utilisant la relation 
b(C) = b(j(ii))-’ 





p(nm*) dn = j [cp(j(ii)) b(j(ti))-“-P] b(ip dii 
R 
et en utilisant la propriett (b) 
= i f&q b(ii) --s--p dii. R 
(b) Soit q une fonction de classe C’ de l’espace 4, telle que q(e) = 0. 
11 existe une constante C telle que 
I v@wV + W < CWll + II Yll>, 
avec XE 6,, YE O-2o, et par suite il existe une constante C’ telle que si 
II YII G 1 
IdevV+ Y))l < C’(t Ml4 + 2 II Yl12)“4. 
Nous avons 
oti u = Re s. De plus si b(e) < 1, lrp(A)l < C’(ti)“* done 
J b(n)>1 I(o(nm*)l dn < Crjbcnc, b(F~)f-“-~ dti 
et cette dernike integrale est convergente pour u < 4. 
Lorsque o n’est pas identiquement egale a 1, nous allons etendre la 
definition de W,(s) au cas ou Re s < t. Puisque Ajo = xjw, 
Xj(cO I WJ=jN P(nm*)Ap(n)dn. 
Remarquons que, puisque w est invariante par les automorphismes 
nb-+m -‘nm, mEM, 
Ajo=Aj6w, 
ou 6 designe la masse de Dirac en l’element neutre e de G, et par suite 
Xj(U, I w,‘=jN [n,(AjS)V](nm*)w(n) dn. 
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Puisque ~1 est invariante a droite par N 
lG4j4 co]@> = 0. 
Ainsi d’apres le Lemme 11.2, l’intigrale prtcidente est absolument 
convergente pour Re s < f . 
Lorsque w n’est pas identiquement &gale a 1, l’un des nombres xi, j = 1 ou 
2, est non nul, et nous poserons, pour Re s < f 
Par une methode due a G. Schiffmann (cf. [ 11, p. 52]), nous allons 
montrer que Ww(s) peut i3re difini pour tout s si o n’est pas identiquement 
tgale a 1. 
Pour une fonction f de I’espace %J(G/MN), posons 
f,(g) = jif( ga,MN) ecpps)’ dt. 
La fonction f, ainsi definie appartient a l’espace oTF des vecteurs C” de 
la representation 7cs, et rtkiproquement tout vecteur de X,” peut etre obtenu 
de cette faGon. 
PROPOSITION 11.1. Soit f line fonction de respace a(G/MN). Si o n’est 
pas identiquement kgale d 1, l’application 
qui est de?nie pour Re s < 0, admet un prolongement holomorphe d G. 
Posons 
ws, wf) = j’ f(nm*a,MN) o(n) e(“-s)r dn dt. 
N x R 
Changeons t en -2t: 
W(s, o,f) = 2.i’ f(nm*a_,,MN) w(n) e2(sPp)r dn dt. 
NXR 
Observons que m*a-,,M = a,,m*M, et changeons n en a-,na,: 
W(s, w, f) = 2 lp F(t) eZsf dt 
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avec 
F(t) = J,fC a, na, m *MN) w,(n) dn 
en posant 
o,(n) = w(a, na -,). 
Pour montrer que le support de F est limite i gauche nous utilisons le 
lemme suivant (cf. [ 11, p. 511) 
LEMME 11.3. Soit Q un compact de G/MN. II existe un compact R’ de N 
et 6 E R tels que 
tE I?, nE N, u,nm*MN E: R a n E Q’, t > s. 
Posons G(t, n) =f(u,nu,m*MN). D’apres le Lemme 11.3, si 0 = Supp(f), 
le support de G est contenu dans [6, cc [ x Q’, et le support de F est 
contenue dans [6, CO]. 
Montrons maintenant que la fonction F decroit a l’inlini plus rapidement 
que toute exponentielle. 11 en resultera que l’application s k+ W(s, w,f), qui 
est sa transformee de Laplace, est une fonction analytique entiere. La 
fonction spherique o est fonction propre des operateurs differentiels A, et A,: 
A,w=x,w A,o =xzw. 
Pour tout reel t, wI est egalement une fonction spherique et 
Alot=e21x1w,, A, w, = e4’x2 w,. 
Les operateurs A, et A, Ctant symetriques relativement A la mesure de 
Haar de N, pour j = 1 ou 2, 
xje”‘F(t) = J’ G(t, n) Ajw,(n) dn 
N 
= J 1 AjG(t, n) w,(n) dn, N 
done, pour tout entier k > 0, 
(&e2i’)k F(t) = !i AFG(t, n) o,(n) da. 
Si la fonction spherique w n’est pas identiquement egale a 1, l’un des 
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nombres xj n’est pas nul. Par suite, pour tout entier k > 0, il existe une 
constante M telle que 
I F(t)1 < Mepk’. 
(3) Relation d’entrelacement des vecteurs de Whittaker M-sphbiques 
Soit c la fonction detinie pour Re s > 0 par 
c(s) = 1. P-,(nm*) dn. 
-N 
C’est a peu de chose pres la fonction de Harish-Chandra. Celle-ci est 
egale i l’application 
A. ++ c(U)/c@). 
La fonction c s’exprime a I’aide de la fonction ZT 
c(s) = c, 
2p -“T(s) 
q,:,pjs+,r,+lj 
ou c0 est une constante positive ([ 6, p. 64 1). 
Pour Re s > 0, soit A, l’operateur de l’espace G%??~ dans 3,” defini par 
Cet optrateur entrelace les representations z_, et rr,. Par prolongement 
analytique il est possible de difinir l’operateur A, pour toute valuer complexe 
de s i l’exception d’une suite de nombres reels negatifs tendant vers --co 
([ 11, p. 361). La normalisation utilisie pour la definition de A, a bte choisie 
de tell sorte que 
A&, = P,. 
PROPOSITION 11.2. Soit o une fonction sphbique de la paire (MN, M) 
qui n’est pas identiquement t!gale d 1. I1 existe une fonction me’romorphe y, 
telle que, pour toute fonction (o de J?, 
(4~ I W,(s)> = Y&NV I WA-s>>. 
Si n = exp(X + Y), avec X E (5, et Y E O,, , posons 
b(n) = (d /IX/l4 + 2 /I Y/l*)“* 
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de telle sorte que, avec les notations introduites en 11.2, 
b(n) = b(8(n)). 
Soit T, la distribution definie sur N pour Re s > 0 par 
La distribution T, admet un prolongement meromorphe en s a C ayant des 
poles simples en -k/2, k = 0, 1, 2 ,.... Si Re s < 0, la fonction n E+ b(n)s-P est 
integrable dans le complementaire d’un voisinage de l’origine de N, si bien 
que, si Re s < 0 et si 2k n’est pas un entier, la distribution T, est la somme 
d’une distribution i support compact et d’une fonction integrable. Utilisant a 
nouveau les rbultats de G. Schiffmann sur l’inversion de H nous pouvons 
exprimer l’operateur d’entrelacement A, comme un operateur de convolution 
sur N. Pour une fonction q~ de e, notons p0 la fonction difinie sur N par 
%@> = P(nm*). 
Nous avons 
Si o est une fonction sphtrique de la paire de Guelfand (MN, M), nous 
avons, pour Re s > 0, 
I’ kfsylh (n> w(n) dn = Y,(S) 1 cpdn) w(n) dn, 
-iv N 
ori v,(s) designe la fonction meromorphe difinie pour Re s < 0 par 
Y,(S) =- ’ (T-s, w> 4s) 
c’est a dire 
(ASP I W,(s)) = Y,(S)(P I WA-s>>. 
Cette relation montre que y, se prolonge en une fonction meromorphe sur 
G. La fonction y,(s) a tte calculee explicitement par M. Cowling [ 11. Nous 
retrouverons son expression par une autre methode au paragraphe suivant. 
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(4) Intdgrales de Poisson des vecteurs de Whittaker M-sphe’riques 
Soit w une fonction spherique bornee de la paire de Guelfand (MN, M). 
Soit Yw( g, s) la fonction definie sur G x (s E C 1 Re s < 0) par 
Y,,,(g,s)= ( P,(g-‘nm*)o(n)dn 
. N 
qui peut egalement s’ecrire 
‘u,(g, s) = M 8) p, I W,(s)). 
Si o n’est pas identiquement egale a 1, I’application s w Yw( g, s) se 
prolonge anaiytiquement a C. 
La fonction UlJ., s) est invariante a droite par K, nous la considererons 
comme une fonction sur l’espace symetrique G/K. fitant une integrale de 
Poisson, elle est fonction propre du laplacien: 
AYw=(s2--p2) Yw. 
De plus, la propriete de vecteur de Whittaker M-spherique de W,(s) 
conduit a la relation 
Posons 
Y,Jna,K, s) = Y&J, s) w(n) (n E N). 
K,(t, s) = y&,K, s). 
En utilisant l’expression du laplacien en coordonnees horispheriques: 
nous montrons que la fonction t w K,(t, s) verifie l’equation differentielle 
24” - 2pu’ + (2x1 ezt + 2x2 e4’) u = (s2 - p’) u, 
ou x, et x2 designent les valeurs propres de la fonction w: 
A,w=x,w, A,w =,y2w. 
Pour Re s < 0, nous avons 
K,(t, s) = 1‘ P,(a -, nm *) w(n) dn 
-h 
= e(s-P)t 
I Ps(a-,na,m*) w(n) dn . M 
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et en changeant n en a, na-, nous obtenons 
K,(t, s) = e(’ + O)’ . 
J 
P,(nm *) u(a, na -1) dn 
N 
nous en dtduisons la majoration 
1 K,(t, s)l < c(-u) e’“+ O)‘, 
ou u =: Re s, et, en utilisant le theoreme de convergence dominee, 
,l+i_m, e- (s+o)‘K&, s) = c(-s). 
La relation d’entrelacement des vecteurs de Whittaker A4spheriques 
(Proposition 11.2), appliquee a la fonction v, = ~,(a,) P-, nous donne 
(Aso 71 Aat> L I FAN = LW-,(~ L I Fks)). 
En tenant compte de ce que A, 0 7c-, = TT, 0 A,, et de ce que ASP_, = P,y 
nous obtenons 
(5) De’veloppement asymptotique de la fonction K,(t, s) 
La fonction K,(t, s) est solution de l’equation differentielle 
u” - 2pu’ + (2x, ezr + 2x2 e4’) u = (s* - p’) u. 03 
PROPOSITION 11.3. L’kquation d@rentielle (E) admet, si s n’est pas un 
entier positif, une solution I,(& s) de la forme 
I,(& s) = ecpesjt f a,(s) e2kf. 
k=O 
La convergence de la skrie est uniforme sur tout ensemble 
J-a,~] x {SIResGO}, rE R. 
Si on effectue le changement de variable z = e’ I’equation differentielle 
obtenue admet en 0 un point singulier regulier. 
En posant u = e (p-s)‘u nous obtenons 
2)” - 2s~’ + (2x, e*’ + 2x2 e4t) v = 0. 
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Cherchons une solution de cette equation de la forme 
Les nombres uk verifient la relation de recurrence suivante 
2k(k-s)a,+X,a,-, +&a&,=o. 
Le resultat s’en dtduit facilement. 
PROPOSI~ON 11.4. Si s n’est pus un entier 
K&9 s) = c(s) Y,(S) Z,(t, s) + c(--s) I,@, -s> 
de plus 
(a) si x2 = 0, x, = - $u’@ > O), 




Y,(S) = -- 
r $+n+- ( ) s 
4s) rt-1 I:, A-. r $+n+y 
( 1 
(a) Lorsque s n’est pas un entier les fonctions I,(& s) et Z,(t, -s) sont 
deux solutions lineairement indipendantes de l’equation (E). fitant igalement 
solution, la fonction K,(t, s) s’ecrit 
K,(t, s) = A,(s) I&, s) + B,(s) Z,(& -1. 
De la relation, valable pour Re s < 0, 
,tFrn e- (D+S)rK,(t, s) = c(-s) 
on deduit que 
et de la relation 
B,(s) = c(-s) 
K,(t, s> = Y,(S) Kc&, --+I 
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on deduit que 
A,(s) = c(s) Y,(S)- 
(b) Nous allons montrer que les fonctions I,(& s) et K,(t, s) 
s’expriment a l’aide des fonctions hypergeometriques degenerles. 
Commencons par quelques rappels concernant l’equation differentielle 
hypergeometrique d generee. Celle-ci s’ecrit 
zy”+(y-z)y’-ay=o. 
Pour y z 0, -1, -2,... cette equation admet la solution 
oti on a pose 
Pour a # 0, -1, -2 ,..., lorsque z tend vers +a~ 
F(a, Y; z) - 
T(Y) 2 a-y 
qqez * 
L’equation hypergeometrique d gineree admet tgalement la solution 
r(l - Y> 
Wwz)= T(a-y+ 1) W, 7; z> 
+r’Y-l)zl-YF(a-y+ 1 2-y*z) 
r(a) 
, 7 . 
Lorsque z tend vers +co 
G(a, y; z) - zpa. 
(c) Considtrons d’abord le cas oi 
X,=-$p2 lu > O), x2 = 0. 
L’tquation differentielle (E) s’ecrit 
24” - 2~24’ - ,u2e2’z4 = (s2 - p’) u. 
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En posant u = e(p-s’f v, z = 2peue’, nous obtenons 
2 
$$+(I -2s)$-$zv=o 
puis posons v = e -“‘y, nous obtenons 
z$+ [(1-2r)-z,g- (+-s)y=O 
c’est i dire que y v&tie [‘equation differentielle hypergeometrique dtgenerie 
avec 
y = 1 - 2s, a=$-s. 
Nous en deduisons que 
Iw(t, s) = ecpes)’ exp(-,&) F(+ - s, 1 - 2s; 2pe’). 
Cette fonction s’exprime egalement a I’aide de la fonction de Bessel 
moditile de premiere espcce I,: 
I,([, s) = 2 -“p’T( 1 - s) ep’I_ $fjfe’). 
D’autre part la fonction K,(t, s) est une solution de l’equation differen- 
tielle (E) qui virifie la majoration 
1 K,(r, s)] < ~(-a) e’“+ p)t 
pour Re s = (T < 0. On en diduit qu’il existe un nombre D,(s) tel que 
K,(t, s) = D,(s) e’p’-“‘f exp(-pe’) G(f - s, 1 - 2s; 2pue’) 
et done que 
fQ, s) = D,(s) W) 
r(f + s) 1,% s) 
+ D,(s) r(-2s) =(’ _ s) Gw2s I&, -1. 
2 
Par suite 
I-(+ - s) 
DJs) = T(-Zs) c(--s)(2/L) - 2J. 
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Ainsi, pour Re s < 0, nous avons obtenu l’expression suivante 
c(-s) r(2S) l-(4 -s) 
Y,(S) = ~ ~ c(s) T(-2s) I-(; + s) (2c2s 
et en tenant compte de la formule de duplication de la fonction r 
T(s)I- s +i ( 2) 
nous obtenons 
CC--s) T(s) v,(s) = - - c(s) I--s) 22spu2s. 
En raison de l’analyticii en s des deux membres de la relation, celle-ci est 
vi?rifiie pour tout s, les p6les des fonctions qui y figurent ktant exclus. 
La fonction K,(t, s) s’exprime kgalement i l’aide de la fonction de Bessel 
modifite de second espkce K,\: 
K,(t, s) = 2”+ ‘p -s c(--s) - e”‘K,(,ue’). 
Q--s) 
Remarque. 11 est possible d’obtenir cette formule en calculant l’intkgrale 
K,(t, s) = ) P,(a ~. f nm *) w(n) dn 
. N 
(cf. [5, Lemma 7.31). 
(d) ConsidCrons maintenant le cas oti 
x, = - fl(p + 4n), x2 = - $12, A>O, nEN. 
L’kquation diffkrentielle (E) s’kcrit 
uN - 2pu’ - [A(p + 4n) ezf + A2e4’] u = (s2 -p’) 24. 
En posant u =,e(P-s)tv, z = 1e2’, nous obtenons 
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c’est a dire que y veritie l’tquation differentielle hypergtometrique dtgineree 




Nous en diduisons que 
I,(& s) = e(“-s)t exp (-~le”)F($+n+~.l-s;le”). 
Cette fonction s’exprime igalement a I’aide de la fonction de Whittaker 
M : k.u 
I,@, s) = 1 (s - 1)/2&- q/f,,(&ZI), 
avec k = -(p/4 + n) et p = -s/2. 
Comme precedemment on montre qu’il existe un nombre Dw(s) tel que 
K,(t, s) = D,(s) e’“p”‘t exp (- +le2’) 
( 1-S XG $+n+-, 2 1 - s; Ae2’ 1 
et que 
D,(s) = 
( l-s r $+n+- 1 
r(--s) 
-c(--s)P 








1 ts A-“. 
r $+n+7 
( i 
Lz fonction .K,,,(t, s) s’exprime egalement a l’aide de la fonction de Whit- 
taker Wk,r: 
K,(t, S) =r 
avec k = -(p/4 + n) et ,LJ = -s/2. 
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La mkthode utiliske pour mener les calculs prkkdents nous a ktk suggtrte 
par l’article de V. B. K. Rogov [lo]. 
III. UN THBOR~ME DE PALEY-WIENER RELATIF AUX FONCTIONS 
DONT LE SUPPORT EST CONTENU DANS UN HORICYCLE 
Nous allons maintenant donner la dkmonstration du ThCiorime 1.2. 
(1) Demonstration de la partie directe du Theoreme I.2 
Celle-ci s’knonce comme suit: 
PROPOSITION 111.1. Soit r un nombre reel, et soit f une fonction de 
respace B(G/K) dont le support est contenu dans Pensemble E, 
E, = {x = na,K / n E N, t > t). 
Soit $ sa transformee de Fourier. L’application (n, s) Hf(nrn *, s) se 
prolonge en une fonction de classe C” sur N x {s E C ( Re s < 0), analytique 
en s dans le demi-plan {s ) Re s < 0}, et pour tout entier r > 0, il existe une 
constante M telle que, pour j = 1, 2, Re s < 0, 
J lAjf(nm*, s)l dn < M( 1 + /s I)-” eTRes, N 
LEMME 111.1. Soit f une fonction de respace P(G/K). II existe une 
constante C telle que 
i N If (na,)l dn < C@“, vt E R. 
D’apris la Proposition 1.2, nous avons, si n = exp(X + Y), XE 6,, 
YE @JZn. 
ch[a(na,)] = [(cht + f ](X](* e-‘)* + 4 (] Y]]’ e-*‘I l’* 
et par suite 
ch14a,,2q,2)l = [(cht + 4 Il~II*)* + i II Yl1211’* 
> [(l + 4 llXJ1*)’ + + I( Y1j2]1’2 = c+(n)]. 
D’autre part 
jN If (ndl dn = e” JN If Gwq21 dn 
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et pour tout entier k > 0 il existe une constante M telle que 
If(g)l<MIl +0(g)] ke-pu’n’- g E G, 
done 
f lf(na,)l dn < Mep’ ]’ ] 1 + u(n)] -k e-po(n) dn 
-h -N 
et pour k assez grand cette derniire integrale est convergente. 
LEMME 111.2. II existe une constante C telle que pour Re s < 0 et pour 
j= 1,2 
1 /djPs(nm*)l dn < C(l + \si’). 
” M 
En utilisant les formules permettant de calculer Ajf lorsque f est une 
fonction radiale sur N (cf. 1.4), on montre que, pour Re s < 0, si 
n=exp(X+ Y), XE 6,, YE GZar 
(A,P,(nm*)l< C,(l + /s/*)[(1 + 4 /lX1/2)2 + 2 IIY/l*]-p’*-‘, 
JA,P,(nm*)l ,< C,(l + /s/*)[(l + 4 (/X((*)* + 2 (1 Y/l*]-(p--I)‘*. 
Dtmontrons maintenant la Proposition 111.1. Soit f une fonction de 
I’espace %?(G/K). Sa transform6 de Fourier est definie pour Re s = 0 par 
.k s) = j,. f’,( g - ‘x)f( g> & 
I 
En calculant cette integrale en coordonnees horisphtriques nous obtenons 
f(nm*, s) = I NXP P,(a_,n’~‘nm*)f(n’a,) eczpf dn’ dt. 
Si n=exp(X+ Y), XE O,, YE OZa, nous avons 
P,(a_,nm*) = I(ef + +e-f)JX))2)2 + 2e-*‘)I Y))2](s--p)‘2 
done, pour Re s < 0, 
lP,(a-tnm*)l <e-O’. 
Tenant compte du Lemme 111.1, ceci demontre que si le support de f est 
contenu dans E,, f(nm *, s) se prolonge en une fonction continue sur 
UN THbORkME DE PALEY-WIENER 259 
N x (s E C 1 Re s < O), analytique en s dans le demi-plan {s 1 Re s < 0). Le 
mCme rhltat est vrai pour u *f, si u est un klkment de l’algkbre envelop- 
pante de 6, et par suite f(nm*, s) est de classe C” sur N x (s E C 1 
Re s < 0). 
En posant p,(n) = P,(a-,na,m*) nous obtenons 
cp,(n’-‘n)f(n’a,) dn’] ecs-3p)f dt 
et aussi, pour j = 1, 2, 
Ajf(nm*, s) = jR [jN f&(n’ -‘n)Ajf(n’u,> dn’ ] e’sp30)t dt. 
Remarquons que 
J vo,(n ’ -‘n) Ajf(n’u,) dn’ = . djp,(n’ -‘n)f(n’a,) dn’ N 1 N 
et que 
D’aprks le Lemme III.1 il existe une constante C, telle que 
D’aprh le Lemme III.2 il existe une constante C, telle que, si Re s < 0, 
pourj= 1,2, 
1 JAjP,(nm*)l dn < C,(l + Is\‘)* N 
Par suite, si le support de f est contenu dans E,, et si u = Re s < 0, 
i 1 A$(nm *, N 
s)l dn < C,C2(l + Is12)la;e’0~2i’r dt 
T 
< C(l + IsI’) ear. 
En utilisant la relation 
$(x, s) = (s2 - p’)j(x, s) 
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et en appliquant le resultat precedent a la fonction Art ‘f, nous en deduisons 
que pour tout entier r > 0 il existe une constante C telle que, pour 
u=Res<O, 
1 IA&nm*,s)ldn< C(l +Isj*)-“eoT. 
-N 
(2) Demonstration de la partie reciproque du Theoreme I.2 
Celle-ci s’tnonce comme suit: 
PROPOSITION 111.2. Soit 5 un nombre reel et soit f une fonction de 
respace W(G/K) telle que l’application (n, s) bf(nm*, s) se prolonge en une 
fonction de classe C” sur N x (s E C 1 Re s < O}, analytique en s dans le 
demi-plan {s 1 Re s < 0). On suppose que pour tout entier r > 0 il existe une 
constante M telle que, pour j = 1 ou 2, et pour Re s < 0, 
1. lAi~(nm*,s)dnI~M(l+/sl)-‘eTR’“. 
‘N 
Alors le support de f est contenu dans Pensembl E,, 
E, = {x = na,K 1 n E N, t > r). 
Si on sait demontrer que pour t < r, f (a,K) = 0, la proposition sera 
demontree. En effet pour en deduire que f (na,K) = 0 on considerera la trans- 
latee de la fonction f par l’element n. Par suite nous pouvons supposer que la 
fonction f est invariante par M. La demonstration consistera a prouver que 
pour t < t et pour toute fonction spherique cc) de la paire de Guelfand 
(MN, M) nous avons 
( f (na,K) w(n) dn = 0. 
‘N 
Nous allons en fait le prouver lorsque la fonction w n’est pas identi- 
quement Cgale a un, ce qui est suflisant. 
Soit o une fonction spherique de la paire de Guelfand (MN, M), non iden- 
tiquement tgale a un. Soit une fonction f de l’espace 57(G/K) posons 
F,(t)= 1' fW,>4n>dn 
-N 
et aussi, pour Re s = 0, 
us> = <.h s> W,(s)), 
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ou W,(s) designe le vecteur de Whittaker Mspherique introduit en 11.2. 
D’apres les resultats de II.2 nous avons aussi, pour j = 1 ou 2, 
XjFw(S) = j*, AJ(nm*, s) w(n) dn, 
ou xi est le nombre dtfini par Ajw = xjo, et si f(e, s) = 0, 
P,(s) = pm *, s) o(n) dn. 
LEMME 111.3. Sous les hypothkes pr&&dentes les fonctions F, et @,,, 
sont likes par la relation 
P,(s) = ,( FJt) K,(t, s) e-2pt dt. 
R 
On peut exprimer cette relation en disant que la fonction P, est la 
transformee de F, relativement i la transformation integrale associee au 
noyau K, qui, dans le cas ou xz = 0, est essentiellement la transformation de 
Kontorovitch-LCbedev (cf. IV). 
La fonction K, a ete definie en 11.4. Nous avons 
x,K,(t, s) = eCsPPjt j Ajqt(n) o(n) dn, 
N 
oti q,(n) = P,(a-,na,m*). Soit f une fonction de I’espace E(G/K). Nous 
pouvons la supposer invariante par M. Si Re s = 0, 
. . 
f(nm *, s) = 
1 [J 
IR Nf(n’at) Ps(a-,n’-‘nm*) dn’ emzPr dt 
1 
et aussi 
Ajr(nm*, S> =J‘ [j f(nla,) Ajqt(nf-‘n) dn’] e(s-3“)r dt. 
R N 
Le crochet est un produit de convolution sur N de deux fonctions 
invariantes par M. Utilisant la propriete de fonction sphbique de o nous 
obtenons 
f Ajf(nm *, s) dn 
-N 
= jR [jNf(nat) w(n) dn ] [IN Ajqt(n) o(n) dn] e(s-3p)t dt 
d’ou le resultat annonce. 
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La transformation qui a la fonction F, associe p’, peut etre inverste: 
LEMME 111.4. Sous les hypothPses prbcce’dentes nous avons 
F,(t) = d, ja &(iv) K,(t, -iv) 1 c(b)1 -* dv, 
0 
oli c es? la fonction d$nie en II.3 et ozi do es? me constante. 
Partons de la formule d’inversion de la transformation de Fourier: 
fW=dAjr [jp ] gk, iv) dk 1 c(iv)l ~ * dv 
. f(k,iv)PPi,(g-‘k)dk /c(iv)l-*dv. 1 
La constante dh depend de la mesure de Haar sur G choisie, et de la 
definition de la fonction c. Cette intigrale peut etre transformee en une 
integrale sur N: 
f(s) = doJr []i.?(nm*3 iv) Peio(g-‘nm*) dn (c(iv)lP2 dv 
I 
si bien que 
et aussi, pour j = 1 ou 2, 
djf (na,) = do .r,” [IN djf(n’m *, iv) eP(ir’+P’t 
+ djrp,(n- In’) dn’ 
I 
I c(iv))-* dv. 
Le crochet est un produit de convolution sur N de deux fonctions 
integrables invariantes par M et par suite 
f djf (na,) o(n) dn = do (a [ [ djf(nm*, iv) w(n) dn] 
‘N -0 -N 
P’i”ip’tdj(p~(n) o(n) dn 
I 
1 c(iv)lm2 dv 
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c’est a dire 
#,(t) = d, Jrn (JfjE,(iv))~jK,(t, -iv) I c(iv)( -2 dv. 
n 
Demontrons maintenant la Proposition 111.2. D’apres la Proposition II.4 
nous avons 
K&, s> = c(s) y,(s) I&, s) + c(-s) I&, -s). 
D’autre part, au paragraphe II.4 now avons demontre que 
K&Y s) = Y,(S) K,(& -s> 
par suite 
C(s) = Y,(S) k-0 
Utilisant ces formules, nous pouvons ecrire la formule d’inversion tnoncie 
au Lemme III.4 comme suit 
F,(t) = do Jm 
dv 
E&iv) I,(& -iv) -. 
-a, c(iv) 
De l’hypothese de la Proposition III.2 nous deduisons que la fonction P, 
se prolonge en une fonction continue dans le demi-plan {s E C /Re s < O), 
analytique pour Re s < 0. De plus, pour u > 0 et pour tout entier r > 0, il 
existe une constante C, telle que 
IP,(-a - iv)1 < C,(l + u2 + v~)-~ eero. 
Du developpement en serie de la fonction Z,(t, s) (cf. 11.5), nous diduisons 
qu’il existe une constante H telle que, pour (3 > 0, 
I I,(& -u - iv)] < He’p +O)‘. 
De l’expression de la fonction c a l’aide de facteurs Z, il resulte qu’il existe 
une constante K telle que, pour u > 0, 
(c(u + iv)1 ’ ,< K( 1 + u* + v’)“. 
Les majorations precedentes permettent de deplacer le chemin d’in- 
tegration: pour tout nombre u > 0, 
F,(t) = d,, lrn Q-u - iv) I&, -u - iv) 
dv 
-m c(u + iv) 
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et, en choisissant r >p + 1, den deduire la majoration 
IF,(t)1 < Le”“-“eD’ 
1 
(1 + u* + v*)O-* dv. 
--co 
Pour t < r le second membre tend vers 0 quand u tend vers I’inlini, done 
F,(t) = 0. 
IV. TRANSFORMATION DE KONTOROVITCH-LI?BI?DEV ET G~N~RALISATIONS 
Soitfune fonction continue sur 10, co [ a support compact. La transformee 
de Kontorovitch-Lebtdev de f est la fonctionf detinie sur G par 
oi K, designe la fonction de Bessel modifiie de seconde espece, dite aussi 
fonction de MacDonald [2]. 
Considerons I’operateur differentiel L defini sur 10, co[ par 
L=x$ x-g -x2. 
c i 
Relativement au poids dx/x, et muni du domaine 9(]0, co [), cet operateur 
est symttrique et, ses indices de dtfaut &ant (0, 0), ii est essentiellement 
autoadjoint. La transformation de Kontorovitch-Lebedev permet d’en decrire 
la decomposition spectrale: 
L?(s) = sy‘(s>. 
La formule de Plancherel s’icrit 
!,” If(x)/’ $ =,-$ Jy Ij‘(iv)l’ vsh7w dv 
et la formule d’inversion 
f(x) = f jomf(iv) KJx) vshnv dv. 
(IV. 1) 
La transformation de Kontorovitch-Lkbedev intervient dans l’analyse 
harmonique des espaces hyperboliques reels (ou hyperbolo’ides) lorsqu’on 
exprime la transformation de Fourier, qui, dans ce cas, est aussi appelie 
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transformation de Guelfand-Graev, en coordonnies horispheriques (cf. [ 12, 
Section 31). 
De la meme facon, dans l’analyse harmonique des espaces riemanniens 
symttriques de rang un interviennent des generalisations de cette transfor- 
mation (cf. Lemme III.3 et Lemme 111.4). 
Nous allons les decrire et en donner quelques proprietes. 
Considerons l’operateur differentiel L dtfini sur 10, a[ par 
(k E R). 
Les solutions de l’equation differentielle 
Lu = szu (s E Cl, 
s’expriment a l’aide de la fonction hypergeometrique degentree. En effet, si 
on pose u = xsepxy, puis x = z/2, l’tquation differentielle devient 
zy”+ [(2s+ l)-z]~‘+(k-s-f)y=O. 
Posons 
p(x, s) = (2x)’ e-“G(f + s - k, 2s + 1; 2~)~ 
oii G designe la fonction hypergeometrique degeneree de seconde espece. La 
fonction &x, s) est une solution de l’equation differentielle Lu = s*u. Nous 
avons 
lo(x, -s> = q(x, s). 
Cette fonction peut egalement s’exprimer a l’aide de la fonction de Whit- 
taker W,., 
fp(x, s) = (2x)-‘/2 WJ2x). 
Le comportement de ~(x, s) quand x tend vers l’infini est le suivant 
rp(x, s) - (2~)-“*+~ emx. 
L’equation differentielle Lu = s*u admet en 0 un point singulier regulier. 
Les exposants caractiristiques sont fs. Elle admet done, si 2s n’est pas un 
entier, une solution de la forme 
@(x, s) =x-s f a,x”. 
n=o 
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Cette fonction s’exprime a l’aide de la fonction hypergeometrique 
degentree de premiere espece: 
@(x,s)=xm”e-“F($-s-k,l-2s;2x) 
et aussi a I’aide de la fonction de Whittaker Mk,-s: 
qx, s) = 2 -“(2x) - I’* M,, -,(2x). 
Si 2s n’est pas un entier les fonctions @(t, s) et @(t, -s) sont deux 
solutions lineairement independantes de I’equation differentielle Lu = s’u, et 
~(t, s) en est une combinaison lineaire: 
cp(t, s) = C(s) @(t, s) + C(-s) @(t, -s), 
avec 
C(s) = 2 --s Ws) 
r<f +s-k)’ 
Relativement au poids dx/x et muni du domaine 9?(]0, co [), l’optrateur L 
est symitrique. Du comportement en 0 et a l’intini des fonctions ~(t, s) et 
@(t, s) on diduit que ses indices de dtfaut sont (0, 0), c’est a dire qu’il est 
essentiellement autoadjoint. 
Pour une fonction f continue sur IO, 03 [ et a support compact posons 
Cette transformation generalise la transformation de Kontorovitch- 
Lebidev et permet de dtcrire la decomposition spectrale de l’opirateur L. 
Lorsque k > 4, l’operateur L posdde des valeurs propres; ce sont les 
nombres 1, = si ou s, est un zero positif de la fonction C, c’est a dire 
s,=k-f-n, O,<nck-$. 
La formule de Plancherel s’ecrit 
irn lf(x>l’ $=-&l” If( I Wp2 dv + ognz-,,2 a, If(~,)12~ 
-0 0 
avec 
a, = i!,” I v(x, %)I2 -$) - ‘. 
Lorsque k < 4, le second membre se reduit a l’indgrale. 
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Pour une fonction f de g(]O, co [), la formule d’inversion s’bcrit 
Ces formules s’etablissent par les methodes classiques de la theorie 
spectrale des operateurs differentiels symetriques du second ordre. 
Remarquons que, lorsque k = 0, nous avons 
et nous retrouvons la transformation de Kontorovitch-Lebedev. De plus. en 
utilisant la formule de duplication de la fonction I-, nous obtenons 
s I 
C(s) = 2i -T(s) 
71 
et en utilisant la formule des complements on retrouve bien les formules 
(IV.1) et (IV.2). 
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